KLASIFIKACE BETONOVYCH TENKOSTENNYCH PRUREZU
ZALOZENA NA NAPJATOSTI PRI KROUCENI

Jan Vesecky, *

Katedra betonovych a zdénych konstrukci, Fakulta stavebnti,
Ceské vysoké ugeni technické v Praze, Thakurova 7/2077, 166 29 Praha 6, Ceska republika.
jan.vesecky@fsv.cvut.cz

ABSTRAKT

Tenkosténné prafezy se ve stavebnictvi tradiéné uplatiuji
u kovovych (nejcastéji ocelovych) konstrukei, zatimco prafezy
betonovych konstrukci jsou typicky masivni. V poslednich le-
tech ale rozvoj cementovych kompoziti, predevsim tzv. ultra-
vysokohodnotnych betona (UHPC), umoznil realizaci stale sub-
tilngjSich konstrukci, jejichz pritezy se svymi proporcemi zaci-
naji blizit pravé ocelovym tenkosténnym pratrezam. Kritéria pro
rozhodnuti, zda se o tenkosténny prifez opravdu jedna, ovsem
chybi, piip. jsou cisté empiricka az ,,zvyklostni“.

V tomto ¢lanku je proto predstaven systematicky postup
hodnoceni priifezi, a to na zaklade pruzného rozlozeni napéti pri
volném a vazaném krouceni, porovnanim piesnych (resp. nume-
rickych) hodnot, svysledky zjednoduSenych analytickych
vztaht.. Tento klasifika¢ni systém umozni snadno rozlisit ten-
kosténné a tlustosténné prifezy, a to pro zvolenou miru presnosti
aproximace.
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ABSTRACT

Thin-walled cross-sections are traditionally used in the con-
struction industry for metal (mostly steel) structures, while con-
crete cross-sections are typically robust. In recent years, how-
ever, the development of cementitious composites, particularly
ultra-high performance concrete (UHPC), has enabled the con-
struction of increasingly subtle structures with cross-sections
that are approaching the proportions of steel thin-walled cross-
sections. Nevertheless, the criteria for deciding whether a spe-
cific cross-section is truly thin-walled are lacking or are purely
empirical or even ‘customary’.

Therefore, a systematic procedure for the evaluation of
cross-sections is presented in this paper, based on the elastic
stress distribution under St. Venant and warping torsion, by
comparing the exact (or numerical) values with the results of
simplified analytical relations. This classification system allows
thin-walled and thick-walled cross-sections to be easily distin-
guished for a chosen level of approximation accuracy.
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1. UvoD

1.1. Motivace

se tradi¢né natolik 1isi svymi vlastnostmi, Ze vedou ke zcela od-
liSnému pristupu navrhu geometrie prifezi pro prvky vyrobe-
nych z téchto materiala.

Kvili nizs§i pevnosti, tuhosti, ale i objemové hmotnosti
asohledem na proveditelnost, naprosta vétSina betonovych
prvki vyuziva prafezy slozené ze zakladnich geometrickych ob-
razct, piedevSim ve tvaru obdélniku, ¢tverce, kruhu a tvari
z nich odvozenych. Tyto prafezy Ize souhrnné oznacit jako tzv.
masivni a jejich spoleénym znakem jsou srovnatelné dimenze ve
vSech smérech, kdy Zadny rozmér vyrazné nepievlada nad ostat-
nimi (viz Obrazek 1). Za masivni Ize b&zné oznacit i tzv. komo-
rové betonové pratezy, jelikoz pomér vysky (resp. Sitky) a
tloudtky jejich stén je zpravidla relativné maly.

Obrazek 1: Typické betonové prvky s masivnimi priirezy.

Naopak ocel diky své vysoké pevnosti, tuhosti, ale i obje-
mové hmotnosti, umoziuje a do znaéné miry vyzaduje navrh ge-
ometricky optimalizovanych praieza, napt ve tvaru pismen I, H,
L, U, C apod. a dale ve tvaru kruhovych, &tvercovych a obdélni-
kovych trubek. Souhrnné se jedna o tzv. tenkostenné praiezy,



sestavajici z tenkych ¢asti, jejichz tloustka je mnohonasobné
mensi nez ostatni rozmeéry prifezu (viz Obrazek 2).

Obrazek 2: Typické ocelové prvky s tenkostennymi priirezy.

AZ do nedavné doby byly rozdily v geometrii betonovych a
ocelovych prafezi natolik vyrazné (z davodu vySe popsanych
rozdil& v mechanickych a fyzikélnich vlastnostech), Ze v na-
prosté vétSing ptipadt nebylo pochyb o ,,masivnosti“ betono-
vych prafeza a naopak ,,tenkosténnosti* prifezi ocelovych.

Ptiblizng v poslednich dvou az tiech desetiletich byla ale
vyvinuta skupina betond s mimoradnymi vlastnostmi, souhrnné
oznacovanymi jako ultra-vysokohodnotné betony (UHPC),
které se nékterymi svymi vlastnostmi (piedevsim tlakovou pev-
nosti) blizi vlastnostem oceli. Tyto vlastnosti (a zaroven vyrazné
vy$Si cena v porovnani s béZznym betonem) logicky sméiuji
k navrhu prafeza, které minimalizuji spotiebu materidlu a svou
geometrii (viz Obrazek 3) se zacinaji podobat pravé ocelovym
prafezam. Z divodu jistych konstrukénich omezeni (souviseji-
cich mj. se schopnosti vyplnit formu a s rozméry rozptylené vy-
ztuze) a rovnéz z davodu nékterych relativné horSich mechanic-
kych vlastnosti v porovnani s oceli (piedevsim tahové pevnosti
a modulu pruznosti) nicméné tloustka dil¢ich ¢asti prafezt
z UHPC nedosahuje tak velké Stihlosti, aby bylo mozné tyto pra-
fezy automaticky klasifikovat jako tenkosténné.

Obréazek 3: Priklady prvkii z UHPC s priiezy nejasné klasifi-
kace (Graybeal 2009, Delauzun et al. 2009).

Vznika tedy ur¢ita ,,5eda zéna“ prafezii na pomezi masiv-
nich a tenkosténnych za souc¢asné absence jasnych klasifikac-

nich kritérii, které by umoznily rozlisit tyto dv¢ kategorie. Roz-
liSeni masivnich a tenkosténnych prafezi pritom zasadnim zpi-
sobem ovliviiuje naslednou analyzu konstrukce.

1.2. Vyznam rozliseni masivnich a tenkosténnych priafeza

Z hlediska praktického navrhovani konstrukci jsou prafezy jed-
notlivych konstrukénich prvka jednim z nejdilezitgjSich vstup-
nich Udaju a zaroven zakladnim posuzovanym mistem. Pro ana-
Iyzu konstrukce je pak nezbytna znalost tuhosti jednotlivych
prafeza a zaroven namahani vyvolaného pasobicimi (vnitinimi)
silami, které je nejcastgji vyjadieno ve formé normalovych a
smykovych napéti (zjednodusené napjatosti).

Tuhost a napjatost prifezi je ale obecné definovana inte-
gralnimi a diferencialnimi vztahy v plosnych oblastech vymeze-
nych tvarem prafezu. Tyto vztahy a rovnice jsou relativné
snadno feSitelné pii namahani praieza osovymi silami nebo ohy-
bem, obtizngji resitelné v pripadé namahani smykem a velmi
slozité reSitelné v ptipadé namahani kroucenim.

A pravé z téchto davodu je zcela zasadni, zda Ize analyzo-
vany prifez povaZzovat za tenkosténny nebo je tieba na ného
pohlizet jako na prirez masivni. Pro tenkosténny praiez Ize totiz
dvourozmérné integralni a diferenciélni vztahy zredukovat na
kiivkové integraly, kde tvar kiivky udava stiednice jednotlivych
tenkych ¢asti prafezu a zakladni proménnou je tloustka téchto
&asti (schematicky viz Obrazek 4). ReSent téchto kiivkovych in-
tegralu je zpravidla vyrazné jednodudsi a mnohdy muze byt vy-
jadieno i v podobé trividlnich analytickych vztaht. Naopak
v pfipadé masivnich prateza musi byt feSeny integralni a dife-
rencialni vztahy ve své pivodni dvourozmérné podobé, pricemz
tyto vztahy nejsou pro naprostou vétSinu tvari prarezi fesitelné
analyticky a lze tak nalézt pouze priblizné numerické reSeni,
napi. s vyuzitim metody koneénych prvki nebo podobnych nu-
merickych metod.

Plocha —_
masivniho

prifezu (4)

Stfednice tenkych
¢asti prifezu (s)

Obréazek 4: Schematické znazorneni rozdilii pri analyze
masivniho a tenkosténného priiezu.

RozliSeni prifezi na masivni a tenkosténné tedy vyrazng
ovliviiuje komplexitu nastroji potiebnych pro vypocet, kdy na
jedné strané musi byt vyuzity pokrocilé vypocetni nastroje, a na-
opak na strané druhé lze vypocet zjednodusit az do podoby ana-
lytickych vztaht a rovnic.

Zaroven je ale treba zdiraznit, Ze pfi redukci dvourozmér-
nych integralnich a diferencialnich vztaht na kiivkové integraly



dochazi kromé zjednoduSeni také ke snizeni piesnosti vysledki
a pouze pro praiezy s tloustkou dilgich ¢asti limitné se blizicich
nule vedou oba postupy ke zcela shodnym vysledkam.

1.3. Soucasny stav klasifikace tenkosténnych priiezi

Stavajici pravidla pro klasifikaci pratezt vychazi typicky z hod-
noceni Stihlosti (7) jejich dil&i ¢asti dle vztahu:

A=2 Q)

kde h je vySka (resp. Sitka) dil¢i ¢asti pritezu at je tlouStka
této ¢asti, pricemz pokud je dilgi ¢ast zakiivend, pak je namisto
vysky uvazovana délka této ktivky, a navic, pokud je tloustka
proménna, pak Ize konzervativné uvazovat nejtlustsi misto.

Klasifikace na zakladg Stihlosti dil¢ich ¢asti prifezu je zcela
logickd, jelikoz, jak bylo uvedeno v kapitole 1.2., s klesajici
tlouStkou dil¢ich &asti prafezu (tedy s rostouci Stihlosti 1) roste
piesnost aproximace tuhosti a napjatosti prifezu pomoci kfivko-
vych integralii. Za problematické Ize ale oznagit sou¢asnou praxi
stanoveni meze Stihlosti, od které Ize priifez povazovat za ten-
kosténny. Tato mez je tradi¢né uréena empiricky a nejcastéji je
za ni (viz napi. Bazant 1965) povazovana hodnota:

A=10 (2)

Neni pritom ziejmé, s jakou mirou piesnosti jsou pii této
limitni (mezni) Stihlosti aproximovany vysledky pomoci ktivko-
vych integréla.

Navic v ptipadé zminénych priatezi ocelovych konstrukci
jsou zpravidla za tenkosténné povazovany implicitné vechny
prifezy slozené z dil¢ich tenkych ¢ésti, bez ohledu, zda je mezni
Stihlost (2) spInéna ¢i nikoliv. U ocelovych prafezi je takovy
piistup do urgité miry pochopitelny, jelikoz ocel je charakteris-
tickd svou vyraznou duktilitou, a tudiz ptfipadné piekroceni li-
mitniho napéti v dil&i ¢asti prafezu vede jen k lokalnimu zplas-
tizovani a redistribuci napéti. Naopak u kiehkych materialg,
resp. material s omezenou duktilitou, jako bé&zny beton, resp.
UHPC, vede piekrocéeni limitniho napéti ke vzniku trhlin, které
mohou zna¢né ovlivnit dalSi chovani i Zivotnost konstrukce.

1.4. Navrh nového systému klasifikace na zakladé napja-
tosti p¥i krouceni

V souvislosti s popsanymi nedostatky soucasné metodiky
klasifikace prifezi je ztejma nutnost zavedeni jednoznaéného
kritéria, které umozni rozliSeni masivnich a tenkosténnych pra-
fezl za jasné definovanych podminek.

Pfitom je moZné nadale vyuZzivat hodnotici parametr Stih-
losti dil¢ich &asti pratezu A dle rovnice (1), ale mezni hodnota
nesmi byt stanovena pouze empiricky, ale naopak musi byt ur-
¢ena exaktné s ohledem na poZadovanou piesnost (resp. piipust-
nou chybovost) tenkosténné teorie (tzn. aproximace pomoci
kiivkovych integrali).

Ackoliv Ize tenkosténnou teorii obecné vyuzit pro aproxi-
maci tuhosti a napjatosti prafeza vystavenych libovolnému na-

cenim. Zatimco pro ostatni typy naméahani Ize ¢asto nalézt ana-
lyticka feSeni i pro geometricky komplexni praiezy, v ptipadé
krouceni je analytické feSeni casto velmi slozité, az zcela ne-
mozZné, pro naprostou vétSinu masivnich prifezi a ptipadna
moZnost pouziti tenkosténné teorie je tak zpravidla jedinou moz-
nosti, jak eliminovat nutnost pouziti komplexnich vypocetnich
nastroju.

Z téchto divodi je proto vtomto ¢lanku navrZzen a dale
prakticky prezentovan systém klasifikace tenkosténnych pra-
fezii na zakladé teorie krouceni. A ackoliv by bylo mozné defi-
novat mezni hodnoty Stihlosti dilgich &asti prirezu jak na za-
kladé presnosti aproximace tuhosti, tak aproximace napjatosti,
omezuje se navrZeny klasifikaéni systém prozatim pouze na kri-
térium piesnosti aproximace napéti, jelikoz ho Ize s ohledem na
praktické uplatnéni povaZovat za dulezitéjsi.

2. ZAKLADY TEORIE KROUCENI

Na nasledujicich radcich jsou struéné shrnuty zéklady teorie
krouceni a uvedeny vztahy nezbytné pro naslednou analyzu pri-
fezt, kterd bude vyuzita k odvozeni meznich hodnot Stihlosti.

2.1. ZjednoduSujici predpoklady

Teorie a vztahy popsané dale v kapitolach 2.2. az 2.4. jsou platné
pii uvazeni nasledujicich predpokladt a zjednoduseni:

e Kaonstrukce, resp. vSechny jeji pratezy, jsou vyrobeny z li-
nearné pruzného izotropniho materialu.

e Pocate¢ni tvar prafeza je dokonaly, bez imperfekci.

e  VSechny prifezy zachovavaji ve vlastni roviné pavodni
tvar (tzn. zachovavaji se Uhly mezi dil¢imi ¢astmi prifeza
a nedochazi napt. k bouleni ani jinym nestabilitam).

e Je umoznéna deformace prafezi zvlastni roviny
(deplanace).

o Veskeré deformace, posuny a pootocéeni jsou tzv. malé.

2.2. Obecna teorie krouceni

Za obecnou teorii krouceni je pro Gc¢ely tohoto ¢lanku po-
vazovana teorie, ktera je platna pro vSechny pratezy libovolné
geometrie (pti spInéni piedpoklada vyjmenovanych v kapitole
2.1)) tedy vcetné masivnich prafeza.

Uvodem je nezbytné uvést, Ze krouceni se déli na dva za-
kladni typy — volné a vazang, které vznikaji za odliSnych situaci
a jsou spojeny s rozdilnymi vniténimi silami, resp. typy napéti:

e VolIné krouceni: vznika obecné ve v3ech prafezech kon-
strukci naméahanych kroucenim s vyjimkou prafez, kte-
rym je zcela znemoznéno deplanovat; volné krouceni je
spojeno s primarnim krouticim momentem (T) a vznikem
primarnich smykovych napéti (z).

e Vazané krouceni: projevuje se nejvyraznéji v téch ¢as-
tech konstrukci, kde je prafezim branéno deplanovat
a v jejich okoli; vazané krouceni je spojeno se sekundar-
nim krouticim momentem (T,) a bimomentem (B) a se



vznikem sekundarnich smykovych napéti (z.) a normalo-
vych napéti (ow).

Celkové uginky krouceni jsou pak sou¢tem dil¢ich G¢inka
volného a vazaného krouceni. Stanoveni poméru mezi obéma
typy krouceni v konkrétnim pritezu konstrukce je samostatnou
Ulohou, souvisejici s feSenim obycejné diferencidlni rovnice
4. ¥adu. Tato problematika piesahuje zaméieni tohoto ¢lanku,
proto neni dale rozvijena. Obecné lze konstatovat, Zze pomér
vlivi volného a vazaného krouceni maze byt zcela libovolny,
s vyjimkou specifickych ptipadu, které jsou popsany dale.

Pro potieby analyzy prafezu je nejprve tieba definovat rov-
nice a vztahy popisujici rozlozeni zékladnich veli¢in v plose
prafezu, potiebnych pro vyhodnoceni Ug¢inka krouceni. V této
kapitole jsou uvedeny obecné vztahy platné pro libovolnou geo-
metrii prarezu, v dalSich kapitolach pak budou uvedeny zjedno-
dusené vztahy vyuZzivajici tenkosténné teorie.

Jak vyplyva z vySe uvedeného textu, jednim ze stéZejnich
parametrii prafezu je jeho deplanace, jejiZ tvar je obecné defino-
van tzv. deplanaéni funkei (w(y,z)), kterd je feSenim nasledujici
parcialni diferencialni rovnice:

32 aZ
EIE=0 3)
kdey a z jsou kartézské soufadnice v roving prirezu. K této
diferencidlni rovnici je samoziejmé pfidruzena okrajova pod-
minka, definujici derivaci deplanaéni funkce podle normaly
okraje prifezu (tzv. Neumannova okrajova podminka). Diferen-
cialni rovnice (3) svou strukturou odpovida tzv. Laplaceové rov-
nici a jeji analytické feSeni Ize nalézt pouze pro omezené tvary
prafeza. At uz je ale nalezeno analytické nebo ptiblizné nume-
rické feSeni, Ize deplana¢ni funkci vyuzit k vyjadieni celé rady
dalezitych veli¢in, mj. momentu tuhosti ve volném krouceni:

_ 24,2, o dp
=M (2 + 5y -2 2)da @
kde A je oblast vymezena plochou prafezu. Moment tuhosti
ve volném krouceni pfitom neslouzi jen ke stanoveni tuhosti
prifezu ale i pro stanoveni nékterych navazujicich veligin,
véetné primarnich smykovych napéti dle vztahi:

Tt,xz:G'Q'(%_’_y):%'(%_Fy) (5)
N e I

kde G je smykovy modul pruznosti materialu a 6 je tzv. po-
mérné zkrouceni, tj. derivace (zména) pootocéeni jednotlivych
prifezi podél osy konstrukce.

Primarni smykové napéti Ize alternativné vyjadfit i pomoci
jiné parcialni diferencialni rovnice, jejiz neznamou je tzv. Prand-
tlova funkce napéti (¢(y,z)), odpovidajici smykovému toku na
prifezu, vyvolanému volnym kroucenim:

9?2 9?2 T,
a_y“2’+a—z‘f:—2-c-9:—2-l—: )

K rovnici ptislusi okrajova podminka definujici nulovou
hodnotu derivace Prandtlovy funkce napéti podle te¢ny okraje
prifezu a piip. konkrétni hodnotu Prandtlovy funkce napéti po-
dél vnitinich otvord, pokud je pritez duty. Diferencidlni rovnice

(7) svou strukturou odpovida tzv. Poissonoveé rovnici. Pro zaji-
mavost Ize uvést, Ze rovnice stejného typu popisuje i tvar defor-
mace membrany, resp. mydlové bubliny, a proto je nékdy feSeni
napjatosti prafezu od volného krouceni popisovano jako
tzv. membranova analogie, resp. analogie mydlové bubliny.

Primarni smykova napéti podél obou kartézskych souiadnic
prafezu jsou poté definovany ve formé derivaci Prandtlovy
funkce napéti (tj. zmeény smykového toku) nasledovné:

d
Ttxz = _d_z (8)
d
Texy = d_f (9)

Slozky priméarniho smykového napéti Ize tedy stanovit vice
zpisoby. Jejich vyslednice (a tedy celkové priméarni smykové
napéti) je pak dana jako délka vektoru pomoci vztahu:

T = ’Tt,xzz + Ty yy? (10)

Maximalni hodnotu primarniho smykového napéti Ize for-
malné& urcit pomoci zavedeni nové velig¢iny — modulu priiezu ve
volném krouceni (W), vyuZzité ve vztahu:

Temax = e (12)

Samotny modul prafezu ve volném krouceni je do urgité
miry Gmérny momentu tuhosti ve volném krouceni (ly), tzn. je
zavisly na feSeni deplana¢ni funkce (¢) a jeho vyjadieni je tak
mozné pomoci analytického vztahu pouze pro velmi omezené
tvary prifezi. VétSinou je tak modul prifezu ve volném krou-
ceni stanovovan inverzné po nalezeni prabéhu napéti na prafezu:

—_T
W, =

(12)

Ttmax

Jedna se nicméné o velmi uzite¢nou veli¢inu v piipadé ten-
kosténnych prafeza, jak je ukazano dale.

V pripadé vazaného krouceni jsou diferencialni rovnice po-
pisujici napjatost prafezu vyrazné sloZit&jSi (viz Schulz a Fi-
lippou 1998) a proto zde nejsou pro zachovani struénosti po-
drobné rozvadény. Jestlize ovSem pro rovnice popisujici volné
krouceni (3), (7) plati, ze jejich analytické feSeni Ize nalézt
pouze pro malou skupinu priifezi, pak pro rovnice popisujici va-
zané krouceni plati téméf univerzalng, Ze jejich fedeni je mozné
hledat pouze pfiblizng, pomoci numerickych metod. Vyjimku
tvoii pouze tenkosténné pritezy, viz dale.

Jednou z dalezitych veli¢in vazaného kroucenti, kterou Ize
definovat pomoci jiz vySe zavedenych funkci je vyse¢ovy mo-
ment setrvacnosti (l,), ktery popisuje tuhost prifezu ve vazaném
krouceni:

I, = [[$?dA (13)
Vysecovy moment setrvacnosti miize byt navic vyuZzit pro
stanoveni normalového napéti od vazaného krouceni:

Tp =11 (14)

Iy



Vztah pro vypocet posledni zbyvajici veli¢iny — sekundar-
niho smykového napéti (z) je pro obecny prafez komplexni (viz
Sapountzakis a Mokos 2003) a proto zde neni detailné rozveden.

2.3. Tenkosténn4 teorie krouceni — uzaviené prifezy

Uzavieny tenkosténny priiez vznika vytvorenim jednoho nebo
vice otvort v pivodné masivnim prafezu, pricemz je zachovan
vnéjsi obrys a velikost otvoru/a je pouze mirné mensi nez vngjsi
rozméry prafezu. Zbyvajici tenkou obélku prifezu lIze poté re-
prezentovat tzv. stiednici, tj. mySlenou ktivkou pulici obalku
uprostied jeji tloustky. Strednice je uzaviena, coz zasadné ovliv-
fiuje odezvu pii namahani kroucenim. Druhym dilezitym para-
metrem pro popis tenkosténného uzavieného praiezu je samotna
tloustka obalky (viz Obrazek 5), ktera mizZe byt obecné pro-
meénna.

Obrézek 5: Zakladni parametry tenkosténného uzavrieného prii-
7ezu a rozlozeni primarniho smykového napéti od krouceni
po tlousrce obalky.

Pro zjednoduSeni bude nadale uvazovan tenkosténny uza-
vieny praiez pouze s jednim otvorem. Poté plati, Ze smykovy
tok od volného krouceni podél celé stiednice je konstantni a ne-
piimo dameérny dvojndsobku plochy, kterou stiednice uzavira.
Vysledné primarni smykové napéti je pak dale neptimo imeérné
tloust'ce obalky v konkrétnim mistg, plati tedy:

T
2-Agt

kde As je plocha uzaviend strednici prifezu at je tlouStka
obalky prafezu. Maximalni primarni smykové napéti pak tedy

nastava v nejtendi casti praiezu (tmin), tedy:

(15)

Tt,TW,closed =

Tt
2-Ag'tmin

(16)

Tt max,TW closed —

Z porovnani rovnic (11) a (16) pak lze odvodit, Ze modul
prifezu ve volném krouceni pro tenkosténny uzavieny praiez
odpovida hodnots:

Wt,TW,closed =2 As *tmin (17)

Pro Uplnost je zaroveti mozné doplnit, Ze tuhost prafezu, re-
prezentovana momentem tuhosti ve volném krouceni je naopak
Uumérna ploSe uzaviené strednici a tloustce a nepiimo Umérna
délce stiednice, vyjadieno vztahem:

4.A%
It,TW,closed = % (18)
t

kde s je krivka odpovidajici stiednici obalky pritrezu. Pro
specialni piipad tenkosténného uzavieného prarezu s konstantni

tloustkou obalky Ize poté kiivkovy integral v rovnici (18) ana-
lyticky vyjadrit a vztah piepsat na:

4.A2t
Ls

(19)

It,TW,closed,const =

kde Ls je délka stiednice obalky pratezu.

U uzavienych tenkosténnych prafezi maze obecné docha-
zet i k vazanému krouceni, ale pro vétSinu praktickych ptipada
jsou jeho G¢inky zanedbatelné (v nékterych specialnich piipa-
dech dokonce nulové). Proto pro Ggely této studie neni s vaza-
nym kroucenim u téchto priarezi nadale uvazovano.

2.4. Tenkosténna teorie krouceni — oteviené prirezy

Otevieny tenkosténny prafez na rozdil od uzavieného vznika
ztendovanim ¢&asti pavodniho masivniho pratezu, pripadné vy-
tvarenim dutin, které oviem zasahuji do vngjsiho obrysu pra-
fezu. Vysledny prifez sestava z nékolika tenkych ramen, spoje-
nych v jednom nebo vice mistech. Tato ramena lze opét repre-
zentovat jejich strednici, palici jejich tlouStkou a poté samotnou
tloustkou ramen (viz Obrazek 6), ktera maze byt obecné pro-
meénnd. Zasadni rozdilem oproti vySe popsanym uzavienym ten-
kosténnym priifezim je, Ze stiednice spole¢né netvoii uzavienou
kiivku, ale naopak nékolik kiivek s volnymi konci. Tim se zcela
meéni odezva pfi namahani kroucenim, a to jak pro volné, tak
vézané krouceni.

Obrazek 6: Zakladni parametry tenkostenného otevieného prai-
7ezu a rozlozeni smykovych a normalovych napéti od krouceni
po tlouszce ramen.

Tuhost tenkosténného otevieného prafezu ve volném krou-
ceni je vyrazné nizsi nez tuhost uzavieného prafezu a je dana
sou¢tem tuhosti jednotlivych ramen prifezu:

It,TW,open = % ' f t3dS (20)

kde s je kiivka odpovidajici strednici ramen. V piipadé jed-
notné a konstantni tloustky vSech ramen Ize pak vztah zjedno-
dusit na:

1
It,TW,open,const = g ' t3 ' Ls (21)

kde Ls je celkovéa délka stiednic vech ramen.
Primarni smykové napéti od volného krouceni je rozlozeno
linedrné po tloudtce jednotlivych ramen, pfiéemz extrémnich

hodnot nabyva na vngjSich hranach a s vyuZitim momentu tu-
hosti ve volném krouceni Ize tuto hodnotu stanovit ze vztahu:

— Tt
Tt,TW,open - Ierw.open t (22)



A celkové nejvetsi primarni smykové napéti pak nastava
v nejtlustSi ¢asti prarezu:
_T;
Tt max,TW,open — Z * tmax (23)

Porovnanim rovnice (11) a (23) Ize formalné vyjadtit modul
praiezu ve volném krouceni pro tenkosténny otevieny praiez:

—_ It‘TW‘apen
Wt,TW,open - t (24)
max

Ktery lze, pro pripad jednotné a konstantni tloustky vSech
ramen, po dosazeni z rovnice (21), dale upravit na:

1
Wt,TW,open,const = 3’ t% Ls (25)

Na rozdil od uzavienych tenkosténnych prafezi jsou pro
oteviené tenkosteénné praiezy navic zasadni i G¢inky vazaného
krouceni. Deplanaci tenkosténného priiezu lze velmi dobre
aproximovat pomoci tzv. vysecové souradnice (w), ktera je de-
finovana jako dvojnasobek plochy vymezené referenénim bo-
dem (tzv. sttedem smyku), po¢atkem, a zkoumanym bodem na
stiednici prafezu. Formalné zapsano:

w(s) = [ p(s)ds (26)

kde p(s) je funkce popisujici kolmou vzdalenost te¢en jed-
notlivych bodu strednice od stiedu smyku. Vysec¢ova soutfadnice
poté muze byt vyuZita ke stanoveni nékolika prafezovych cha-
rakteristik, pottebnych k analyze prafezu, specificky statického
vysecového momentu (Sew,Tw,open) @ Vysecovéno momentu setr-
vacnosti (lo,tw,open):

Sa),TW,open = fw “t-ds (27)

Iw,TW,open = fwz “t-ds (28)

Tyto charakteristiky Ize vyuzit nejenom k hodnoceni tu-
hosti prifezu ve vazaném krouceni, ale i ke stanoveni sekundar-
niho smykového napéti (zoTwopen) @ normalového napéti
(0w, TW,0pen) pomoci vztahu:

Tm's’\m TW.,open
T = - 29
w,TW open Lo Tw open-t ( )
B
Ua),TW,open - Lo Tw.open T (30)

kde So1w.open j€ tzv. staticky vysecovy moment odiaté &asti
prifezu, ktery se principialné vypocte dle rovnice (27), ale pouze
pro ur¢itou odfiznutou &ast pritezu, kdy v misté fezu ma byt vy-
hodnoceno sekundéarni smykové napéti. Maximalni a minimalni
hodnoty sekundarniho smykového, resp. norméalového napéti na
priifezu se pak obecné nachazi v mistech extrémnich hodnot po-
méru Su, Tw,open/t, resp. extrémnich hodnot soutadnice w.

2.5. Koncentrace napéti v rozich tenkosténnych praiezi

Zavérem Kk teorii krouceni je nutno poznamenat, Ze u praiezi
s vnitinimi rohy dochazi v téchto mistech k vyrazné koncentraci
napéti, které lokalné roste nade vSechny meze, coz vyplyva ze
struktury rovnic popisujicich prabéh napéti, jako napt. rovnice
(7), jelikoz se matematicky jedna o tzv. singularni body.

Problematika koncentrace napéti presahuje zaméry tohoto
¢lanku (podrobnégji se ji zabyva napi. Timoshenko a Goodier
1987), proto je pouze stru¢né konstatovano, Ze tyto singularni
body lze potlagit bud’ zkosenim nebo Iépe zaoblenim vnitinich
roht (viz Obrazek 7). Pro Ugely analyzy prafezt byly v této stu-
dii tyto body ignorovany a napéti bylo hodnoceno pouze v tako-
vych mistech prafez, které jsou od singularit dostate¢né vzda-
leny, a tedy nejsou jimi ovlivnény.

1) ~——— r\ Q‘ —
h \oslry roh, 's\ \zkoscny } ‘ \ zaobleny
\ | | |

singularita roh roh

Obrazek 7: Koncentrace napéti ve vnit/nich rozich prirezi
a priklady dvou moznosti jeji eliminace — zkoseni, zaobleni.

3. ANALYZA VYBRANYCH PRUREZU

Na nasledujicich tadcich je analyzovana napjatost pii krouceni
pro 7 vybranych pritezi, které Ize povaZzovat za nejéastéji vyu-
Zivané pro konstrukce z betonu, resp. UHPC — 2 zakladni tvary,
3 uzaviené (tzv. komorové) a 2 oteviené. U 6 z téchto praiezu je
pak porovnana aproximace napéti pomoci tenkosténné teorie
krouceni (viz kapitoly 2.3. a 2.4.) s ,,piesnym* feSeni pomoci
obecné teorie krouceni (viz kapitola 2.2.).

Pro teSeni fidicich diferencidlnich rovnic obecné teorie
krouceni (tj. napi. rovnice (7)) byl vyuZzit vypocetni software
SCIA Engineer 25.0 a jeho modul 2D MKP analyzy praieza li-
bovolné geometrie. Naopak rovnice tenkosténné teorie krouceni
byly teSeny analyticky (v ¢lanku jsou pro zachovani stru¢nosti
uvedeny pouze analytické vztahy volného krouceni, jelikoz
vztahy pro vazané krouceni jsou komplexni).

3.1. Zakladni prifezy

Pred analyzou samotnych ,,tenkosténnych* prifeza byla nejprve

kruhového a obdélnikového (viz Obrazek 8).

‘ .D:

Obrazek 8: Vybrané zakladni prirezy, znaceni rozmerii
a mista stanoveni napeti.

Pro plny kruhovy priifez neexistuje tenkosténna aproxi-
mace, ale jelikoZ se jedna o jediny praiez (spolu s tzv. mezikru-
Zim), ktery nedeplanuje, existuje pro ného zcela piesné obecné
analytické reSeni. Zaroven se jedna o prifez, ktery tvori jakysi
srovnavaci prah pro vsechny ostatni masivni praiezy, jelikoz ma



ze vSech plnych prifezi nejvyssi tuhost a je vystaven nejmen-
Simu napéti, pii stejné ploSe a stejné hodnoté torzniho namahani
v8ech potencialnich masivnich praiezi.

Tuhost kruhového pritezu ve volném krouceni je shodna
s tzv. polarnim momentem setrvaénosti (vzhledem k nulové
deplanaci) a je dana vztahem:

wd*
32

I, = (31)

A maximalni priméarni smykové napéti (na hrané prafezu)
Ize stanovit pomoci dosazeni modulu prifezu ve volném krou-
ceni do rovnice (11):
3
w, =2 (32)
V piipadé obdélnikového prafezu jiz k deplanaci dochazi,
nicméné stale je mozné nalézt analytické reSeni ridicich diferen-

a nema uzavieny tvar. Pro moment tuhosti ve volném krouceni
se jedna o vztah:

192 b o 1 n-mh
5

I Ig- [l - n:lichéﬁ'tanh( 2:b )] b*h (33)

Spise nez komplexni vztah pro modul prifezu ve volném
krouceni, je pak vyhodngjsi definovat ptimo vztah pro maxi-
malni primarni smykové napéti, které vznika vzdy uprostied
dvou delSich stran obdélnikového praiezu (tj. uprostied vysky
priifezu h) a nabyva hodnoty:

o 1 1 T,
n=liché 7z ° [1 TR (n_nh)] ,—: b (34)

Pro obdélnikovy priiez jiz nicméné existuje i tenkosténna
aproximace vySe uvedenych vztaha, jelikoz Ize obdélnik pova-
Zovat defacto za specialni ptipad otevieného tenkosténného pri-
fezu s jedingym ramenem konstantni tloustky b. VVztah pro mo-
ment tuhosti ve volném krouceni se pak vyrazné zjednodusi do
podoby:

_ 8
Tt max = .

1
It,TW = ; . b3h (35)

A maximalni primarni smykové napéti Ize poté stanovit ze
vztahu:

3
Tt maxTw = It bih (36)

Jelikoz hlavnim cilem této studie je nalezeni mezni hodnoty
Stihlosti prifezu na zékladé presnosti aproximace napéti tenkos-
ténnou teorii, je v grafu na Obrazku 9 vykreslena relativni chyba
tenkosténné rovnice (36) v porovnani s presnym feSenim (rov-
nice (34)).
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Obrazek 9: Porovnani tenkosténné a obecné teorie krouceni p7i
vypoctu primarniho smykového napeéti
na obdélnikovém priiezu.

3.2. Tenkosténné uzaviené praiezy

Pro analyzu uzavtenych priteza byly zvoleny 3 typické geome-
trie — kruhovy, ¢tvercovy a obdélnikovy komorovy praiez (viz

Obrazek 10). Vné&jsi pomér stran obdélnikového komorového
prafezu byl zvolen 2:1.

[———1 [ /|
| l I l
7 9l <= el (=
| I | I
| l=——= =
d | 1 b=h | | b=2h

Obrazek 10: Vybrané uzaviené priiezy, znaceni rozméri
a mista stanoveni napeti.

Kruhovy komorovy praiez zachovava vlastnost plného kru-
hového pritrezu — nedeplanuje. Diky tomu je mozné i pro tento
prafez nalézt analytické ieSeni fidicich rovnic. Pfi vyjadreni
obecného feSeni maximalniho smykového napéti pomoci za-
kladnich rozméri — vnéjSiho prameéru d a tloustky t plati nasle-
dujici vztah:

_ 16
Ttmax = T, NF
n-aS-[1—(1—z-3) ]

A v kontrastu, pii uvazeni tenkosténné teorie, po dosazeni
do rovnice (16) plati pro kruhovou komoru vztah:

@)

2

n-aZ-t-(1—§)2 (38)

Tt max,TWw = Tt '

Porovnani tenkosténné teorie (rovnice (38)) a obecné teorie
(rovnice (37)) krouceni je uvedeno na Obrazku 11.
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Obrazek 11: Porovnani tenkosténné a obecné teorie krouceni
p7i vypoctu primarniho smykového napéti
na priezu kruhové komory.

Pro ¢tvercovy komorovy pritez (a vSechny dalsi praiezy
prezentované dale v tomto ¢lanku) jiz obecné analytické feSeni
neexistuje. Za piesné feSeni je proto povazovano numerické re-
Seni fidicich rovnic (viz kapitola 2.2.) pomoci metody kone¢-
nych prvka. Nadale jsou tedy uvadény pouze vztahy pro vypocet
napéti dle tenkosténné teorie krouceni, specificky maximalni
priméarni smykové napéti, dosazenim do rovnice (16). Pro &tver-
covy komorovy praiez shodné vnéjsi vysky i Sitky h poté plati
tenkosténny vztah:

. (39)

Ttmaxw = Tt m
h

A porovnani tenkosténné a obecné teorie krouceni je gra-
ficky znazornéno na Obrazku 12.
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Obréazek 12: Porovnani tenkosténné a obecné teorie krouceni
p7i vypoctu primarniho smykového napéti
na prirezu ¢tvercové komory.
Pro obdélnikovy komorovy praiez vnéjsi Sitky b a vngjsi
vySky h Ize odvodit tenkosténny vztah:

: (40)

et =1 G DD

A relativni chybu tenkosténné teorie v porovnani s a obec-
nou teorii krouceni ukazuje graf na Obrazku 13.
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Obrazek 13: Porovnani tenkosténné a obecné teorie krouceni
p7i vypoctu primarniho smykového napéti na priiezu obdélni-
kové komory pomeru 2:1.

3.3. Tenkosténné oteviené prirezy

Pro analyzu otevienych praiezi byly vybrany 2 geometrie pra-
fezh (viz Obrazek 14) — tvar U s vnéjSim pomérem stran 1:1 a
tvar TT s vn&jSim pomérem stran 2:1 a stojinami v krajnich ¢tvr-
tinach celkového rozpéti prirezu.

Obrazek 14: Vybrané oteviené prisrezy, znaceni rozmeérii
a mista stanoveni napeti.

Jak bylo uvedeno jiz v kapitole 2.4. oteviené prirezy
obecné vyrazné deplanuji a G¢inky vazaného krouceni jsou u
nich vyznamné az dominantni. Proto byly u obou priteza zkou-
many vSechny typy napéti od krouceni — primarni smykové na-
péti =, sekundarni smykové napéti z., a normalové napéti o.. Pro
struénost jsou nicméné uvedeny analytické vztahy tenkosténné
teorie jen pro volné krouceni, dosazenim do rovnic (20) a (23).
Pro vazané krouceni pak obecné plati vztahy (29) a (30).

Pro otevieny prifez tvaru U lze odvodit vztah pro maxi-
malni primarni smykové napéti:

1
Temaxtw = Tt (D) (41)
3:-h.

Porovnani tenkosténné a obecné teorie pro tento praiez je
pak uvedeno na Obrazku 15.
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Obrazek 15: Porovnani tenkosténné a obecné teorie krouceni
pri vypoctu primarnich a sekundarnich napéti
na prurezu tvaru U pomeru 1:1.

A nakonec, pro otevieny priiez tvaru TT Ize maximalni pri-
marni smykové napéti vyjadrit vztahem:

_ 3
Ttmaxw = Tt m

Nasledné porovnani tenkosténné a obecné teorie pro tento
praiez je znazoriuje Obrazek 16.

(42)

30%

25%

20% /

15%

10% L‘ ‘;L
N |

Fhit=35 ~hit=93 T~ ~hit=28,0 Chyba 5%
5% e - e i o LT L L -
\\

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41
Pomér vngjsi vysky prifezu a tlustky stény h/t [-]

22,3%

Podhodnoceni priméarniho smykového napéti 7,
pfi vypoctu dle tenkostenné teorie k i
!

sekundérniho 2
dle tenkosténné teorie ki N
Podhodnoceni sekundéarniho norméalového napéti o,
/ pii vypoctu dle tenkosténné teorie krouceni

[ hit=142 Chyba 10%

Rel. chyba vypo&tu smykového a normalového napéti

:
ES

Obrézek 16: Porovnani tenkosténné a obecné teorie krouceni
pri vypoctu primarnich a sekundarnich napéti
na prurezu tvaru TT pomeru 2:1.

4. VYHODNOCENI VYSLEDKU A DISKUSE

Na grafech v kapitole 3 byla graficky reprezentovana relativni
chyba vypoétu napéti dle tenkosténné teorie krouceni v porov-
nani s obecnou teorii krouceni pro 6 vybranych prifezi, jejichz
geometrie patii k nejéastéji pouzivanym pro betonové (resp.
UHPC) konstrukce. Ze vSech graft je ziejmy ocekavany pied-
poklad, Ze s rostouci Stihlosti prafezi klesa chyba tenkosténné
teorie a limitné se blizi obecnému (piesnému) reseni.

U nekterych pratezt (napt. kruhové komory) je prekvapivé
zjisténi, Ze pro velmi malou Stihlost tenkosténna teorie rovnéz
velmi dobie aproximuje hodnoty napéti, ale poté chyba nartsta
a pro Ucely této studie je tak toto pozorovani spiSe ndhodnym
jevem, danym strukturou jednotlivych rovnic a pro dalsi vyhod-
noceni tato skute¢nost pozbyva praktického vyznamu.

4.1. Limitni Stihlost tenkosténnych prifezi

V grafech v kapitole 3 lze ale predevSim najit odpovéd
na hlavni otazku této studie, tedy hodnotu limitni (mezni) Stih-
losti, pti které Ize dany prafez povazovat za tenkosténny. Vysle-
dek je ptitom zavisly na poZadované miie presnosti (resp. pfija-
telné mite chybovosti).

Pro Ucely této studie byly zvoleny dvé hladiny ptipustné
chyby aproximace napéti — 10 % a 5 %, které Ize z hlediska
praktického navrhovani povazovat za rozumné a limitni hodnoty
Stihlosti pro tyto dvé hladiny jsou piehledné shrnuty v Ta-
bulce 1. Z jednotlivych grafii nicméné mohou byt odeéteny li-
mitni Stihlosti i pro jakoukoliv jinou poZadovanou piesnost
(resp. miru chyhy).

Tabulka 1: Limitni hodnoty Stihlosti zkoumanych tenkosténnych
priezii pro prijatelnou chybu aproximace napéti 10 % a 5 %.

Limitni Stihlost pro pii-

Tvar prafezu pustnou chybu: Napéti
10% 5%
Obdélnik h/b>69 h/b=13,2 Tt
Kruhova komora dit=9,7 dit>19,9 Tt
Ctvercovéa komora h/t=20,0 h/t=385 T
Obdélnikova komora2:1  h/t>151 h/t>28,8 Tt
Otevieny U-prifez 1:1 hit>24,2 hit>46,2 Go

Otevieny TT-prifez 2:1 hit>14,2 h/t>28,0 Go

4.2. Diskuse

Z hodnot uvedenych v Tabulce 1 je ziejmé, Ze limitni Stih-
lost zkoumanych praiezi se pohybuje v rozmezi 6,9-24,2 pro
10 % miru chyby tenkosténné teorie a v rozmezi 13,2-46,2 pro
5% miru chyby. Nejmensi poZadovana Stihlost pro prohlaseni
prafezu za tenkosténny nastava u obdélnikového prifezu, za-
timco nejvyssi Stihlost je pozadovana u prafezu tvaru U.

V kapitole 1.3. bylo zminéno, Ze tradi¢né je za limitni Stih-
lost povazovana hodnota > 10. Tato studie ukazuje, ze uvedena
hodnota limitni Stihlosti je byt dostatecna pouze pro dva z cel-
kovych Sesti zkoumanych praieza (obdélnik a kruhovou ko-
moru) a to pouze za predpokladu ptipustné 10 % chyby tenkos-
ténné teorie. Pro ostatni prifezy je empiricky stanovena hodnota

limitni Stihlosti nedostate¢na a v nékterych ptipadech se blizi az
k hodnote 50 (pro 5 % miru chyhy).

5. ZAVER

V ¢lanku byla prezentovana studie zaméienda na vytvoreni
jednoznacné metodiky klasifikace tenkosténnych prarezi, resp.
rozliSeni prafezi masivnich a tenkosténnych. Tato otazka na-
byva na vyznamu v poslednich letech s rozvojem modernich ce-
mentovych kompozitt (specificky UHPC), které umoziuji rea-
lizovat konstrukce s praiezy blizicimi se svou Stihlosti prafeziim
ocelovych konstrukci. Klasifikace téchto prarezti z UHPC je
¢asto nejasna a dosavadni empiricky az ,,zvyklostni“ pristup se
ukazuje jako nedostatecny.



U Sesti zvolenych prarezi typické geometrie bylo prove-
deno porovnani presnosti (resp. chybovosti) tenkosténné teorie
krouceni vici obecné (presné) teorii krouceni. Vysledky jedno-
zna¢né ukazuji, Ze pfi pozadavku na maximalni chybu aproxi-
mace do 10 % resp. 5% dosavadni empiricky limit Stihlosti
(b&zné uvazovany hodnotou 10) az na vyjimky nedostacuje, a
naopak se ve skute¢nosti v zavislosti na typu prirezu mize blizit
az k hodnoté 25 (pro miru chyby 10 %), resp. aZ k hodnot& 50
(pro miru chyby 5 %).

5.1. Naméty na budouci vyzkum

Prezentovana studie se omezila pouze na Sest vybranych
néni vysledka bude zapotiebi mnozstvi analyzovanych praieza
vyrazné rozsifit, a pritom se pokusit najit urcité jednotici krité-
rium, které by umoznilo vysledky seskupit, aby nebylo zapotrebi
definovat individualni hodnotu limitni Stihlosti pro kazdy pritez
samostatné.
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